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Introdugéo

» Ao longo do curso de Matematica Atuarial | a teoria foi desenvolvida
considerando apenas a vida de uma unica pessoa.

» No entanto, a maioria dos produtos atuariais do ramo vida (podem envolver)
envolvem mais de uma vida.

» Planos de previdéncia que sao revertidos em pensao

» Seguros ( considerando a vida do beneficiario )



Vetor aleatdrio

Diferentes fatores observados na mesma unidade amostral ou entao o
mesmo fator em unidades amostrais diferentes

Definigdo: Vetor aleatério (varidvel aleatéria multidimensional ou varidvel aleatdria
multivariada ) Sejam X4, X5, X5, ... ,X,, variaveis aleatorias definidas no mesmo espago
de probabilidade, entdo X = (X1,X,,X53, ... ,X,) € um vetor aleatorio.



Vetor aleatdrio

Ao se trabalhar com vetores aleatorios, surge a nocao de trés tipos de
modelos probabilisticos.

A distribuicao conjunta: Descreve o comportamento de todas elas
simultaneamente.

A distribuicao marginal: Descreve o comportamento de uma delas
isoladamente, desconsiderando as demais.

A distribuicao condicional: Descreve o comportamento de uma
variavel aleatdria isoladamente dado que as outras assumem
determinado valor.
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Distribuicoes Bivariadas

Distribuicdo marginalde X -

Distribui¢io conjunta fy y (z,y): descreve a densidade de probabilidade simultinea de (X, Y).

Distribui¢des marginais: sao obtidas projetando a distribuicdo conjunta sobre um dos eixos.

Relacao entre a distribui¢do conjunta, as distribui¢des marginais e a distribui¢ao condicional.
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* Marginais: fx (z)e fy(y)
e Conjunta: fy y(z,y)

== Distribui¢do condicional fyy(y | z,): ¢ a distribuicio de ¥ dado que X' = x (segéo vertical da conjunta). e Condicional: fyx(y | o)
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Variavel aleatdria discreta bidimensional

Definicao: (Variavel aleatdria discreta bidimensional) Seja a variavel
aleatéria X = (X{,X,), onde X, e X, sdo duas varidveis aleatdrias
discretas definidas no mesmo espaco de probabilidade. Entdo X é uma
variavel aleatoria bidimensional e a funcdo de probabilidade conjunta

Px. x,(x1, %) definida para cada par (x4, x,) € dada por:

Py, x, (x1,%2) = P(X; = x1,X3 = x3)

em que Py x (x1,x;) = 0 paratodo (x,y) e X721 221 P(xy5,%2;) =1



Varidvel aleatdria continua bidimensional

Definicdo: (Variavel aleatdria continua bidimensional) Seja a variavel
aleatéria X = (X4,X,),onde X; e X, sdo duas varidveis aleatdrias
continuas definidas no mesmo espaco de probabilidade. Entao X é
uma variavel aleatdria bidimensional. A funcao de densidade conjunta
fx, x,(x1,x;) definida para cada par (xq,x;) €

fx, x,(x1,x,) > 0 para todo (xq,x;) € R.

em que fffxl,xz (%1, X2)dx1dx, = 1.



EXEMPLO 1: considere duas pessoas cujo tempo de vida adicional pode
ser modelado pela distribuicao de probabilidade expressa na tabela
abaixo:

X2 Tempo de vida adicional da pessoa 1.
Y = Tempo de vida adicional da pessoa 2.

Y/X [ I ] 3 4 J Total
I [ oo 003 00o 007 003 02
| ,[ 102 004 00o 006 D08 026
/ 103 000 00 00o 006 0o
3 102 004 0068 006  00s 1.24

Total 00s 008 DI 0.2l 124 028 I

Observe que Y)Y P(x,y) = YP(x) =YP(y) =1



Fungéio de distribuigdo Conjunta

F(yLyz; ""yn) — P(Yl < leYZ < Y2, ""Yn < yn)

F(_OO;YZ; "')y‘n) — F()’L — 00, ---)y‘n) — F(}’p}’z; )_OO) — O
F(+o0, 40, ...,+0) =1

F é nao-decrescente e continua a direita, com respeito a cada um dos
eixos associados a Yy, Y, ..., Y,

F étal que, paraV a;,b; € Rsendoa; < b;je 1 <1i < n entao:

P(a1 <Y1 Sbl,az <Y2 sz,...,an<YnSbn) >0



EXEMPLO 2: Sejam dois individuos, cujo tempo de vida adicional para
cada um possa ser representado pelas variaveis aleatérias T, e T,,
respectivamente. Considere ainda que T, e T,, possam ser modelados
pela seguinte funcao distribuicao de densidade conjunta:

f (t,s) = 0,0006(t—8)2, 0<t<10,0<s<10
Lo Ty A5 0, caso contrario.

Calcule Fr (t) e Fr.r, (t,s).



EXEMPLO 2: Calcule Fr (t)

0 2ts? s3
fr, () = j fo,Ty(t; s)ds = 0,0006 | t%s — 5 + £}
0

fr.(£) =0,002(3t*> — 30t + 100), 0<t<10
t u=t
Fr (t) = j fr, @) du = 0,002 (u® — 15u* + 100w)|
0 u=
( 0, t<0
Fr (t) =40,002(¢t3 —15¢t* + 100t), 0<t <10
1, t > 10

\



EXEMPLO 2: Calcule  Fr, 1, (¢, 5)

t t 31V=*9
Fr.z,(t,5) = [} 5 fr.r,(wv)dvdu = f;0,0006 [u?v — uv? + %]vzodu

t

§3
Fr,r,(t,s) = J 0,0006 (uzs —us? + —) du

0 3
ud  u? PE
FTx’Ty(t, s) = 0,0006 [?S — 752 + ?u]
u=0
Fr o (6s) = 00006 L5 - B8 5
TeTy (250 = 5 3 2 3

(0,0001(2¢3s — 3t2s2 + 253t), 0<s<10,0<t<10
0,001(200s — 30s2 + 2s3), 0<s<10,t>10,

0,001(2¢3 — 30t% + 200¢), s>10,0<t<10.
\ 1, s >10,t > 10.

Fr,r,(ts) =




EXEMPLO 2: | embrando que Fr.r, (t,10) = Fr, (t), assim:

Fr (t) = 0,0001(2t310 — 3t“100 + 2t1000)

( 0, t<0
Fr(t) =40,001(2t> —30t* +200t), 0<t<10
\ 1, t > 10




Variavel aleatdria bidimensional

Como no caso unidimensional, a funcao de
sobrevivéncia também esta presente para os modelos
conjuntos. Assim dado o vetor aleatorio (Ty,Ty), entao:

Stor,(t,8) = 1= Fp 1 (t,5) = P(Ty > t,T), > s)



EXEMPLO 4: Seja o tempo de vida futuro T, eT,, tal que:

f (t.s) = 0,0004(10 — ¢t)(10 — s), 0<t<10,0<s <10
LIy Ao=2 0, caso contrario

Determine a funcao acumulada conjunta e a funcao de sobrevivéncia
conjunta.



EXEMPLO 4:

o (t5) = 0,0004(10 —t)(10—-5), 0<t<10,0<s5<10
Ty ™ 0, caso contrario

t ,S
Fr.z, (t,s) = f f 0,0004(10 — w)(10 — v)dvdu
0 Y0



EXEMPLO 4:

o (t5) = 0,0004(10 —t)(10—-5), 0<t<10,0<s5<10
Ty ™ 0, caso contrario

t ,S
Fr.z, (t,s) = f f 0,0004(10 — w)(10 — v)dvdu
0 Y0

(0,04(s — 0,0552)(t — 0,05t2), 0<s5<10,0<t< 10,
0,2(s — 0,05s2) 0<s<10,t>10
0,2(t — 0,05t%), s>10,0<t<10

\ 1 s>10,t > 10

FTxTy (t, S) = <




EXEMPLO 4:

o (t5) = 0,0004(10 —t)(10—-5), 0<t<10,0<s5<10
Ty ™ 0, caso contrario

10 (10
ST, (t,s) = J j fr,r, (u, v)dvdu
S

t



EXEMPLO 4:

o (t5) = 0,0004(10 — t)(10 — s), 0<t<10,0<s<10
LIy =2 0, caso contrario

St.r, (t,s) = J

t

10 (10
j f To, Ty (u, v)dvdu
S

(0,0001(10 — 5)2(10 —8)2, 0<s<10,0<t< 10,
0,01(10 — s)? 0<s<10,t<0

0,01(10 — ¢t)? §s<0,0<t<10
\ 0 s>10,t> 10

STx,Ty(t' S) = 3




Valor esperado - Variavel aleatdria bidimensional

Seja (X{,X;) um vetor de bidimensional. A esperanca ou valor
esperado da funcdo g(xq,x,), denotada por E|g(Xy,X,)] é definida
por:

E[g(XbXZ )] — Z Zg(x1; xZ) P(xll x2)l
se as variaveis sao discretas

Elg(X1,X3)] = ffg(xpxz)fX,Y(XJ’)dXdY
se as variaveis sao continuas.



EXEMPLO 3: calcule o valor esperado de g(Tx, Ty) = T, T, tal que:

0,0006(t — s5)?, 0<t<10,0<s<10
0, caso contrario

fo,Ty (t, S) — {

Resp:

10 10
Elg(Ty Ty)| = f f st 0,0006(t — s)%ds dt
0 0

10 10
Elg(Ty Ty)| = j t0, 0006f t?s — 2ts? + s3 dsdt
0 0

10

252 2ts3 215
t0,0006[ > — 3 +ZL_O dt

Ela(ma )] = |

0



EXEMPLO a:

2000t
3

E[g(T Ty)] = f,° t0,0006 (£250 — =22 + 2500) dit

10
Elg(T. Ty)| = fo t30,03 — t20,4 + t1,5dt

400
=75_T+75

Elo(r )] = [ -+

t40.03 304 t21,5]t=10
t=0

Elo(TT,)] = 2



Distribuigéio condicional-Variavel aleatdria bidimensional

Funcao probabilidade de X; dado X,, em que X; e X, sao
variaveis aleatdrias discretas

Py x, (%1, x2)
Py, (x2)

Py.|x, (x1]x2) =

Funcao densidade de X; dado X,, em que X; e X, sao
variaveis aleatdrias continuas

fxl,xz (%1, x2)

sz (x)

fx 1x, (X1|x2) = fx,(x2) > 0



Independéncia de variaveis aleatdrias

A independéncia permite resolver, com rigor
matematico e sem aproximacoes, muitos problemas de

interesse pratico.

Definicao: Independéncia entre variaveis aleatorias.

Duas variaveis aleatorias, X e Y definidas no mesmo
espaco de probabilidade, sGo independentes se a informacéo
sobre uma delas néo altera a probabilidade de ocorréncia da

outra.



Independéncia de variaveis aleatdrias

e Para as variaveis aleatorias discretas,
PX=x|Y=y)=P(X =x)

Pyy(x,y) =PX =x|Y =y)P(Y = y)
X,Y independentes &Py y(x,y) = Px(x)Py(y),V(x,y) € RZ.

e Para as variaveis aleatorias continuas,

fX|Y(X|Y) = fx(x)

fxy(x,y) = fX|Y(X|Y)fY(3’)

X,Y independentes & fxy(x,¥) = fx(X)fy(¥), V(x,y) € R?



Independéncia de variaveis aleatdrias

e Para as variaveis aleatorias discretas,

X,Y independentes &Py y(x,y) = Px(x)Py(y),V(x,y) € R

e Para as variaveis aleatorias continuas,

X,Y independentes < fxy(x,y) = fx(X)fy(¥),V(x,y) € R?

Fxy(x,y) = Fx(x)Fy(y)

Sxy(x,y) = Sx(x)Sy(y)



EXEMPLO B: Determine se as varidveis aleatdrias X e Y sdo
independentes, sendo que:

Y/X | [ | / 3 4 o Ilotal
0 [ g.or L ' | ' 1,20
I1| ],2b
].20
| [ [ [ 1,24
0l 020 024 028 |

] | ] 1 || |
: ] : ] : || : |
I~ Cn P~ CA

) | | | | [
i R e N e T s
00 cn 09 -3

)] 3O .3 |
O o o o
O3 1 i cn
] OO C3 |
O O oo o
o O O CcOo

CAJ
CoO CoO .3 |
O O oo O
O N A N

Total 0,03



EXEMPLO B: Determine se as varidveis aleatdrias X e Y sdo
independentes, sendo que:

y/x | 0 1 2 3 4 5 Tol
0 | @ oo D03 005 007
101 .26
.25
104 008 DO 005 024
056 02 024 028

| | ] 1 || |
: ] : ] : || : |
S~ Cn P~ CA

] OO C3O |
O O o o
O3 O O3 =3

) | | | ) |
e R e SO e IO s
Cn OO oA oo

)] 3O C3 |
O o o o
O3 1 i cn

N3
CoO CoO .3 1
O OO oo o
OO N A N3

[otal



EXEMPLO 7: seja o tempo de vida futuro Ty e Txg
independentes, obtenha as expressoes pedidas:

a) A probabilidade de que ambos vivam pelo menos mais 10 anos.
b) A probabilidade de que ao menos um esteja morto ao fim de 30 anos.
c) A probabilidade de que ambos alcancem a idade de 60 anos.

d) A probabilidade de que um faleca antes de alcancar 65 anos e de que
o outro faleca exatamente 40 anos apo6s a data O.



EXEMPLO 7:

a) A probabilidade de que ambos vivam pelo menos mais 10 anos.
S1,:1:,(10,10) = S7,_(10)S7, (10) = 19 Pas 10P50

b) A probabilidade de que ao menos um esteja morto ao fim de 30 anos.

P(T4_5 < 30 ou T50 < 30) — P(T45 < 30) + P(T50 < 30) — P(T45 <30e T4_5 < 30)

P(Tys < 300u Ts9 < 30) = 30445 + 30950 — 30 945 30950



EXEMPLO 7:

t) A probabilidade de que ambos alcancem a idade de 60 anos.

P(Tys > 15e Tsy > 10) = S, _(15)57,,(10) = 15 Pas 10Ps0

d) A probabilidade de que um faleca antes de alcancar 65 anos e de que
o outro faleca exatamente com 40 anos apods a data O.

Pl (Tys <20e Tgg =40)ou (Tys =40e Tgy < 15) ]
— P[(T4_5 <20e TSO — 40)] + P[(T4_5 =40e T50 < 15)]
= P(T,s < 20)P(Tey = 40) + P( Teg < 15)P(T,s = 40)

= 20945| 20P50990] + 15q50] 20P45985]
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Estatisticas de ordem: Distribuigéo do minimo e do méximo

Sao ferramentas importantes da inferéncia quando se tem interesse no
estudo de valores extremos e quantis ( ou funcdes destes).

Considere o vetor aleatério n —dimensional (X4, X5, X3, ... , X;,) é entado
possivel definir:

X(l) — min(Xl,Xz,Xg, ,Xn)

X(TL) — ma.X'(Xl,Xz,X3, !XTL)

Cujos valores assumidos sao os valores extremos dentre as n variaveis.



Estatisticas de ordem: Distribuigéo do minimo e do méximo

Para o caso em que X4, X5, X3, ... , X}, sejam independentes, entao:

Fx (x)=1-— 1_[[1 — in(x)]
i=1

n

Fx(n) (x) = l_[ [in (x)]

=1



Demonstragéo:

Se P(X(1) > x) entdo P(X; > x,X, > x,X3 > x, ..., X, > n), assim:

P(X(1y>x)=P(X; > x)P(Xy > x) ... P(Xy, > x)

Fx . (x) =1-— 1_[[1 — in(x)]

=1

Se P(X(n) < x)entdo P(X; < x,X; <x,X3 < x,...,X, < n),assim:

P(Xty <x)=PX; <x)P(X, <x) .. P(X, < X)

FX(n) (x) = 1_[ [FXL- (x)]



Estatisticas de ordem: Distribuigéo do minimo e do méximo

Para o caso em que Xi,X,, X3,...,X,, sejam independentes e
identicamente distribuidas, temos:

Fy,, () = 1 [1 = Fe(0)]"

F,,, () = [Fy(GOI”



EXEMPLO 1: considere um seguro de vida feito por um grupo de 4
pessoas de mesma idade e mesmo sexo, em que o beneficio somente
sera pago caso todas as pessoas venham a falecer. Calcule a
probabilidade desse seguro ser pago antes de 10 anos ap0s o contrato.
Suponha que o tempo de vida adicional de cada um dos membros desse
grupo seja modelado pela variavel aleatéria Y;,i = 1,2,3,4 e que sejam
independentes e identicamente distribuidas, tal que Y; ~ Exp(0,02).

Solucao



EXEMPLO 1: considere um seguro de vida feito por um grupo de 4
pessoas de mesma idade e mesmo sexo, em que o beneficio somente
sera pago caso todas as pessoas venham a falecer. Calcule a
probabilidade desse seguro ser pago antes de 10 anos ap0s o contrato.
Suponha que o tempo de vida adicional de cada um dos membros desse
grupo seja modelado pela variavel aleatéria Y;,i = 1,2,3,4 e que sejam
independentes e identicamente distribuidas, tal que Y; ~ Exp(0,02).

Solucao

Fy , (10) = P(Yy < 10) = H[FX (10)]

Fy,,, = (1 —e710X002)% & o 107%



EXEMPLO 2: Refaca o exemplo 1 porém considere que o seguro é pago
assim que a primeira pessoa do grupo vir a obito.

Solucao



EXEMPLO 2: Refaca o exemplo 1 porém considere que o seguro é pago
assim que a primeira pessoa do grupo vir a obito.

Solucao

4
Fy,,(10) = P(Y;y £ 10) = 1 - 1_[[1 — Fx,(10)]
1=1

Fy,,,(10) = 1 — (e710%002)* x 55,06%



COVARIANCIA

" A covariancia é o valor esperado do produto dos desvios
de cada variavel em relacao as suas médias.

* Medida de “intensidade” da dependéncia linear entre as
variaveis e pode assumir valores de qualquer sinal.

" Quando duas variaveis aleatdorias X e Y sao dependentes,

geralmente é de interesse avaliar quao fortemente estao
relacionadas uma com a outra.



COVARIANCIA

A covariancia entre as variaveis aleatorias X e Y (num mesmo espaco
de probabilidades) ¢ dada por:

Cov(X,Y) = Oxy — E{IX -EX)]lY —E)]}

ou
Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Em sua forma usual ¢ uma medida somente entre duas variaveis
aleatorias.



Coeficiente de correlagéo

O coeficiente de correlagdo (pxy ou p(X,Y)) é uma medida que
também descreve o relacionamento entre variaveis aleatorias, sendo
qgue seu valor esta entre —1 e 1. Assim:

Cov(X,Y)

Ox Oy

Pxy = —1<pxy <1

Dado que gy e gy existem,eogy > 0e oy > 0

Valores préoximos de +1 indicam forte associacao linear; valores
proximos de 0 indicam fraca associacao linear.

‘pX,Y| = 1 se uma variavel for funcao linear da outra.



EXEMPLO 3: Uma agéncia de seguros presta servicos a diversos clientes
gque compraram uma apolice residencial e outra de automovel da
mesma seguradora. Para uma apodlice de automovel as opcoes de
indenizacao sao representadas pela variavel aleatdria X, enquanto,
para uma apolice residencial, as opcdes sao caracterizadas pela
variavel aleatoria Y. Suponha que a funcao de probabilidade conjunta
seja dada pela tabela abaixo.

y/x | 100 250
01 |02 005

00 | 0,10 0,15

m | 02 03

Calcule a covariancia e a correlacao entre as variaveis.



EXEMPLO 3: v/x | 00 250

0 102 0,05 02
00 {0,10 0,15 0.2
00102 03 0o
Ja [

E(X) =100(0,5) + 250(0,5) =175
E(Y) =0(0,25) +100(0,25) + 200(0,5) = 125

Cov(X,Y) =E[(X —175)(Y —125)]



EXEMPLO 3: v/x | 00 250

0 | 0,2 005 025
00 0,10 0,15 (.23
00102 03 (.o
Jo 0o
Cov(X,Y) = Z (X = 175)(Y — 125)P(x, )
y

X

Cov(X,Y)

= (100 — 175)(0 — 125)P(100,0) + (100 — 175)(100 — 125)P(100,100)

+ (100 —175)(200 — 125)P(100,200) + (250 —175)(0 — 125)P(250,0)

+ (250 — 175)(100 — 125)P(250,100) + (250 — 175)(200 — 125)P(250,200)

Cov(X,Y) = 1875



EXEMPLO 3: y/X | 00 250

0 (02 005 [0
00 [ 0,10 0,15 0.2
200 | 0,2 0,3 Ik
.0 .0

E(X?) = 100%(0,5) + 250%(0,5) = 36250

var(X) = 36250 — 175% = 5625

E(Y%) = 0%(0,25) + 1002%(0,25) + 2004(0,5) = 22500

var(Y) = 22500 — 125% = 6875



EXEMPLO 3:

Pxy =

y/x | 00 250
0 (02 0,05 02
100 {0,10 0,15 0.Z0a
200 102 03 [a
o 0.
Cov(X,Y) 1875
= = 0,3015

Ox Oy

V56256875



EXEMPLO 4: Sejam dois individuos, cujo tempo de vida adicional para
cada um possa ser representado pelas variaveis aleatérias T, e T,
respectivamente. Considere ainda que T, e T), possam ser modelados
pela seguinte funcao distribuicao de densidade conjunta:

0,0006(t—s)?, 0<t<10,0<s<10
0, caso contrario.

fo,Ty (t, S) — {

Determine a correlagao entre Ty e T),

Cov(X,Y) E(T,T,) — E(TLE(T,)

JIE@H - By [E(T) - E(7)]

A=
>
D~<
I
I




fr, (t) = 0,002(3t* — 30t + 100), 0<t<10

ny (s) = 0,002(3s% — 30s + 100), 0<s<10

10

10
E(T,) = j t fr, (0)dt = E(T,,) = j sfs (s)ds =5
0

0

10 10

E(T?) =f t? fr, (O)dt = E(T)) =f s* fs, (s)ds =%
0

0

110 35
var(T,) = — 52 = ?var(Ty)



0,0006(t —s)?, 0<t<10,0<s<10
0, caso contrario.

fo,Ty(t; S) — {

10 10

50
E(TxTy) =j f tSfo,Ty(t,s)dtds =3
0 0

Cov(T,T,) = % — 25 = —23—5
25 .
3

Pxy =35 = 75

3



EXEMPLO 0 : As variaveis aleatdrias T, e T}, sdo associadas ao tempo de vida
de x e y, cujo modelo de probabilidade conjunto € dado por

T,/T, [ | ? 3 4 5
0 | 00075 002 004 005 006 007 0,25
| | 00078 0008 DDA 006 00624 00728 0,26
2 | 00075 002 004 005 OO 007 0,25
3 | 00072 007 00384 00304 006 OO672 |0,24
0,03 0,08 0,16 0,21 0,24 0,028

" Qual o valor atuarial de um seguro feito de forma a ser pago ao final da
morte de y?

" (Qual o valor atuarial para um seguro feito por y que pague a x caso ele
esteja vivo ao final do ano de morte de y?

*Considerei = 5% aoanoeb = 1.



EXEMPLO 3: Qual o valor atuarial de um seguro feito de forma

a ser pago ao final da morte de y?

3

A, = ) v'*1P(T, =t).
t=0
Ty /T, . I 2 3 4 ]
1 1.0073 0,02 1,04 1.0aZa 0.0b 0.07 10,25
I 10078 00208 0046 00046 00624 00728 (0,26
Z 1.0073 0,02 1,04 1.0aZa 0.0b 0.07 0,25
3 10072 0012 00384 00004 00376 00672 (0,24
0,03 008 0,16 0,21 0,24 0,028

A, =v'P(T, =0) +v?P(T, = 1) + v3P(T, = 2) + v*P(T, = 3)

Ay = v1(0,25) + v%(0,26) + v3(0,25) + v*(0,24 ) ~ 0,88733



EXEMPLO a: Qual o valor atuarial para um seguro feito por y que
pague a x um beneficio b = 1 caso ele esteja vivo ao final do
ano de morte de y?

T,/T, [ | ? 3 4 5
0 | 0007 002 004 00828 006 007 0,25
| | 00078 008 DDA 006 00624 00728 0,26
2 | 00075 002 004 005 OO 007 0,25
3 | 00072 0047 00384 00304 0076 OOBT2 0,24
0,03 0,08 0,16 0,21 0,24 0,028

VPA = v'P(T, = 0)P(T, = 1) + v?P(T, = 1)P(T, = 2) + v3P(T, = 2)P(T, = 3) +
v*P(T, = 3)P(T, = 4)



DEWPLOS: T /T,

I
I
2
3

I I 2 3 4 ]
00073 0,02 [0.04 0.0524 0.0B 0.07 (0,25
0.0078  0.0208 00416 00048 00624 00728 |0,26
0.007a .02 [0.04 0.0uZa 0.0B 007 10,25
0.0072 0.0132 0.0s84 00204 0076 00872 |0, 24
0,03 0,08 0,16 0,21 0,24 0,28

VPA = v'P(T, = 0)P(T, = 1) + v2P(T, = 1)P(T, = 2) + v3P(T, = 2)P(T, = 3) +
v*P(T, = 3)P(T, = 4) + 0|P(T, = 0)P(T, < 1) + P(T, = 1)P(T, < 2) + P(T, =

2)P(T, <3)+ P(T, =3)P(T, < 4) |

VPA = v10,25(0,97) + v20,26(0,89) + v30,25(0,73) + v*0,24(0,52) + 0(0,2188)

VPA =~ 0,7011626



Forca de mortalidade

» A forca de mortalidade é a taxa na qual as pessoas em uma
determinada populacao estao morrendo em um periodo de
tempo especifico.

» Funcao risco h(x)
» Taxa de falha

» Valor pequeno para funcao implica em unidade exposta a menor
quantidade de risco...



Forca de mortalidade

» Para T, e T, serem independentes e esses resultados

podem ser estendidos para n variaveis, 0 mesmo raciocinio
vale para o calculo da forca de mortalidade conjunta, assim

fror, (&8 [fr, (O] fr, ()
5T,T,  [Sr(® St,(s)

ux +ty+s) = =pux +t)uly +s)




EXEMPLD B: Seja o tempo de vida futuro T, e T, independentes,
ambos com a seguinte funcao de densidade.

£ (0) = 0,02(10—t) 0<t<10
d 0 caso contrario

Determine a forca de mortalidade conjunta.



Como ja visto anteriormente

r0,0001(10 —5)?(10—t)%4, 0<s<10,0<t <10,
o (t,5) = 4 0,01(10 — 5)? 0<s<10,t <0
Y 0,01(10 — ¢t)? $s<0,0<t<£10
\ 0 s =>10,t =10

Entao

Sr, 1) =0,01(10-1)2 e  Sp, (t) =0,01(10 —5)?

Logo



Como ja visto anteriormente

fr,(t)  0,02(10 —¢) 2
Kt =5 001002 10—¢  O<E<10
fr,(s)  0,02(10 —s) 2
(y +5) = Sr,(s)  0,01(10—s)2 10—s’ 0<s<10.
4
ulx+t,y+s)= 0<t<10,0 <s < 10.

(10 —t)(10 — s)°



Portal Halley : https://atuaria.github.io/portalhalley/
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