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 Ao longo do curso de Matemática Atuarial I a teoria foi desenvolvida
considerando apenas a vida de uma única pessoa.

 No entanto, a maioria dos produtos atuariais do ramo vida (podem envolver)
envolvem mais de uma vida.

 Planos de previdência que são revertidos em pensão

 Seguros ( considerando a vida do beneficiário )

 ...

Introdução



Diferentes fatores observados na mesma unidade amostral ou então o
mesmo fator em unidades amostrais diferentes

Definição: Vetor aleatório (variável aleatória multidimensional ou variável aleatória
multivariada ) Sejam ଵ ଶ ଷ ௡ variáveis aleatórias definidas no mesmo espaço
de probabilidade, então ଵ ଶ ଷ ௡ é um vetor aleatório.

.

Vetor aleatório



Ao se trabalhar com vetores aleatórios, surge a noção de três tipos de
modelos probabilísticos.

 A distribuição conjunta: Descreve o comportamento de todas elas
simultaneamente.

 A distribuição marginal: Descreve o comportamento de uma delas
isoladamente, desconsiderando as demais.

 A distribuição condicional: Descreve o comportamento de uma
variável aleatória isoladamente dado que as outras assumem
determinado valor.

Vetor aleatório





Definição: (Variável aleatória discreta bidimensional) Seja a variável
aleatória onde e são duas variáveis aleatórias
discretas definidas no mesmo espaço de probabilidade. Então é uma
variável aleatória bidimensional e a função de probabilidade conjunta

భ మ
definida para cada par é dada por:

భ మ

em que
భ మ

para todo e

.

Variável aleatória discreta bidimensional



Definição: (Variável aleatória contínua bidimensional) Seja a variável
aleatória onde e são duas variáveis aleatórias
contínuas definidas no mesmo espaço de probabilidade. Então é
uma variável aleatória bidimensional. A função de densidade conjunta

భ మ
definida para cada par é :

భ మ
para todo 

em que
భ మ

.

Variável aleatória contínua bidimensional



EXEMPLO 1: Considere duas pessoas cujo tempo de vida adicional pode
ser modelado pela distribuição de probabilidade expressa na tabela
abaixo:

 Tempo de vida adicional da pessoa 1.
 Tempo de vida adicional da pessoa 2.

Observe que

Total543210

0,250,090,070,050,030,0100

0,260,080,060,050,040,020,011

0,250,060,050,050,050,030,012

0,240,050,060,060,040,020,013

10,280,240,210,160,080,03Total



é não-decrescente e contínua à direita, com respeito a cada um dos
eixos associados a

é tal que, para sendo e então:

Função de distribuição Conjunta



EXEMPLO 2 Sejam dois indivíduos, cujo tempo de vida adicional para
cada um possa ser representado pelas variáveis aleatórias e ,
respectivamente. Considere ainda que e possam ser modelados
pela seguinte função distribuição de densidade conjunta:

ೣ ೤

Calcule
ೣ

e
ೣ ೤

.



EXEMPLO 2 Calcule
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EXEMPLO 2 Calcule
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EXEMPLO 2 Lembrando que , assim:

ೣ



Como no caso unidimensional, a função de
sobrevivência também está presente para os modelos
conjuntos. Assim dado o vetor aleatório , então:

Variável aleatória bidimensional



EXEMPLO 4: Seja o tempo de vida futuro e , tal que:

ೣ ೤

Determine a função acumulada conjunta e a função de sobrevivência
conjunta.



EXEMPLO 4:
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EXEMPLO 4:
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EXEMPLO 4:
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EXEMPLO 4:
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Seja um vetor de bidimensional. A esperança ou valor
esperado da função , denotada por é definida
por:

, 
se as variáveis são discretas

se as variáveis são contínuas.

Valor esperado - Variável aleatória bidimensional



EXEMPLO 5: Calcule o valor esperado de tal que:

ೣ ೤

Resp:



EXEMPLO 5:



Função probabilidade de dado , em que e são
variáveis aleatórias discretas

Função densidade de dado , em que e são
variáveis aleatórias contínuas

Distribuição condicional-Variável aleatória bidimensional



A independência permite resolver, com rigor
matemático e sem aproximações, muitos problemas de
interesse prático.

Definição: Independência entre variáveis aleatórias.
Duas variáveis aleatórias, e definidas no mesmo

espaço de probabilidade, são independentes se a informação
sobre uma delas não altera a probabilidade de ocorrência da
outra.

Independência de variáveis aleatórias



• Para as variáveis aleatórias discretas,

independentes .

• Para as variáveis aleatórias contínuas, 

independentes 

Independência de variáveis aleatórias



• Para as variáveis aleatórias discretas,

independentes .

• Para as variáveis aleatórias contínuas, 

independentes 

Independência de variáveis aleatórias



EXEMPLO 6: Determine se as variáveis aleatórias e são
independentes, sendo que:

Total543210

0,250,090,070,050,030,0100

0,260,080,060,050,040,020,011

0,250,060,050,050,050,030,012

0,240,050,060,060,040,020,013

10,280,240,210,160,080,03Total



EXEMPLO 6: Determine se as variáveis aleatórias e são
independentes, sendo que:

Total543210

0,250,090,070,050,030,0100

0,260,080,060,050,040,020,011

0,250,060,050,050,050,030,012

0,240,050,060,060,040,020,013

10,280,240,210,160,080,03Total



EXEMPLO 7: Seja o tempo de vida futuro e
independentes, obtenha as expressões pedidas:

a) A probabilidade de que ambos vivam pelo menos mais 10 anos.

b) A probabilidade de que ao menos um esteja morto ao fim de 30 anos.

c) A probabilidade de que ambos alcancem a idade de 60 anos.

d) A probabilidade de que um faleça antes de alcançar 65 anos e de que
o outro faleça exatamente 40 anos após a data 0.



EXEMPLO 7:

a) A probabilidade de que ambos vivam pelo menos mais 10 anos.

రఱ ఱబ రఱ ఱబ

b) A probabilidade de que ao menos um esteja morto ao fim de 30 anos.

ସହ ହ଴ ସହ ହ଴ ସହ ସହ



EXEMPLO 7:
c) A probabilidade de que ambos alcancem a idade de 60 anos.

రఱ ఱబ

d) A probabilidade de que um faleça antes de alcançar 65 anos e de que
o outro faleça exatamente com 40 anos após a data 0.
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São ferramentas importantes da inferência quando se tem interesse no
estudo de valores extremos e quantis ( ou funções destes).

Considere o vetor aleatório dimensional é então
possível definir:

e

Cujos valores assumidos são os valores extremos dentre as variáveis.

Estatísticas de ordem: Distribuição do mínimo e do máximo 



Para o caso em que sejam independentes, então:

e

Estatísticas de ordem: Distribuição do mínimo e do máximo 



Demonstração:

Se então , assim:

భ ೔

Se então , assim:

೙ ೔



Para o caso em que sejam independentes e
identicamente distribuídas, temos:

e

Estatísticas de ordem: Distribuição do mínimo e do máximo 



EXEMPLO 1: Considere um seguro de vida feito por um grupo de 4
pessoas de mesma idade e mesmo sexo, em que o benefício somente
será pago caso todas as pessoas venham a falecer. Calcule a
probabilidade desse seguro ser pago antes de anos após o contrato.
Suponha que o tempo de vida adicional de cada um dos membros desse
grupo seja modelado pela variável aleatória e que sejam
independentes e identicamente distribuídas, tal que

Solução



EXEMPLO 1: Considere um seguro de vida feito por um grupo de 4
pessoas de mesma idade e mesmo sexo, em que o benefício somente
será pago caso todas as pessoas venham a falecer. Calcule a
probabilidade desse seguro ser pago antes de anos após o contrato.
Suponha que o tempo de vida adicional de cada um dos membros desse
grupo seja modelado pela variável aleatória e que sejam
independentes e identicamente distribuídas, tal que

Solução



EXEMPLO 2: Refaça o exemplo 1 porém considere que o seguro é pago
assim que a primeira pessoa do grupo vir a óbito.

Solução



EXEMPLO 2: Refaça o exemplo 1 porém considere que o seguro é pago
assim que a primeira pessoa do grupo vir a óbito.

Solução



 A covariância é o valor esperado do produto dos desvios
de cada variável em relação às suas médias.

 Medida de “intensidade” da dependência linear entre as
variáveis e pode assumir valores de qualquer sinal.

 Quando duas variáveis aleatórias e são dependentes,
geralmente é de interesse avaliar quão fortemente estão
relacionadas uma com a outra.

COVARIÂNCIA 



A covariância entre as variáveis aleatórias e (num mesmo espaço
de probabilidades) é dada por:

ou

Em sua forma usual é uma medida somente entre duas variáveis
aleatórias.

COVARIÂNCIA 



O coeficiente de correlação ( ou ) é uma medida que
também descreve o relacionamento entre variáveis aleatórias, sendo
que seu valor está entre e Assim:

Dado que e existem, e e

Valores próximos de indicam forte associação linear; valores
próximos de indicam fraca associação linear.

se uma variável for função linear da outra.

Coeficiente de correlação



EXEMPLO 3: Uma agência de seguros presta serviços a diversos clientes
que compraram uma apólice residencial e outra de automóvel da
mesma seguradora. Para uma apólice de automóvel as opções de
indenização são representadas pela variável aleatória , enquanto,
para uma apólice residencial, as opções são caracterizadas pela
variável aleatória . Suponha que a função de probabilidade conjunta
seja dada pela tabela abaixo.

Calcule a covariância e a correlação entre as variáveis.
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0

100

200



EXEMPLO 3:
250100

0,250

0,25100

0,5200

0,50,5



EXEMPLO 3:
250100

0,250

0,25100
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0,50,5



EXEMPLO 3: 250100

0,250

0,25100
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0,50,5



EXEMPLO 3:
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0,250

0,25100

0,5200

0,50,5



EXEMPLO 4 Sejam dois indivíduos, cujo tempo de vida adicional para
cada um possa ser representado pelas variáveis aleatórias e ,
respectivamente. Considere ainda que e possam ser modelados
pela seguinte função distribuição de densidade conjunta:

ೣ ೤

Determine a correlação entre e
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ೣ ೤



EXEMPLO 5 : As variáveis aleatórias e são associadas ao tempo de vida
de e , cujo modelo de probabilidade conjunto é dado por

 Qual o valor atuarial de um seguro feito de forma a ser pago ao final da
morte de ?

 Qual o valor atuarial para um seguro feito por que pague a caso ele
esteja vivo ao final do ano de morte de ?

*Considere ao ano e .

543210

0,070,060,05250,040,020,00750

0,07280,06240,05460,04160,02080,00781

0,070,060,05250,040,020,00752

0,06720,05760,05040,03840,01920,00723



EXEMPLO 5: Qual o valor atuarial de um seguro feito de forma
a ser pago ao final da morte de ?
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543210

0,070,060,05250,040,020,00750

0,07280,06240,05460,04160,02080,00781

0,070,060,05250,040,020,00752

0,06720,05760,05040,03840,01920,00723



EXEMPLO 5: Qual o valor atuarial para um seguro feito por que
pague a um benefício caso ele esteja vivo ao final do
ano de morte de ?

ଵ
௬ ௫

ଶ
௬ ௫

ଷ
௬ ௫

ସ
௬ ௫

543210

0,070,060,05250,040,020,00750

0,07280,06240,05460,04160,02080,00781

0,070,060,05250,040,020,00752

0,06720,05760,05040,03840,01920,00723



EXEMPLO 5:

ଵ
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ଶ
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ଷ
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ସ
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ଵ ଶ ଷ ସ

543210𝐲 𝒙

0,070,060,05250,040,020,00750

0,07280,06240,05460,04160,02080,00781

0,070,060,05250,040,020,00752

0,06720,05760,05040,03840,01920,00723



A força de mortalidade é a taxa na qual as pessoas em uma
determinada população estão morrendo em um período de
tempo específico.

 Função risco
 Taxa de falha
 Valor pequeno para função implica em unidade exposta a menor

quantidade de risco...

Força de mortalidade



 Para e serem independentes e esses resultados
podem ser estendidos para variáveis, o mesmo raciocínio
vale para o cálculo da força de mortalidade conjunta, assim

ೣ ೤

ೣ ೤

ೣ

ೣ

೤

೤

Força de mortalidade



EXEMPLO 6: Seja o tempo de vida futuro e independentes,
ambos com a seguinte função de densidade.

Determine a força de mortalidade conjunta.



Como já visto anteriormente

ೣ ೤

Então

ೣ
e

೤

Logo



Como já visto anteriormente

ೣ

ೣ

೤

೤
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